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197. Zusammenhang von Graphentheorie und MO-Theorie
von Molekeln mit Systemen konjugierter Bindungen
von Hs. H. Giinthard und H, Primas.

(28. VIL. 56.)

1. Einleitung.

In dieser Arbeit mochten wir auf einen Zusammenhang zwischen
der hiufig beniitzten zweiparametrigen Form der MO-Theorie und
der Graphentheorie hinweisen. Es wird dabei das Ziel verfolgt, Aus-
sagen der einfachen MO-Theorie konjugierter Systeme in der iiblichen
LCAO-Approximation in einen physikalischen und einen topologi-
schen Teil zu trennen. Es ergibt sich dabei einerseits ein Verfahren
zur Berechnung der Energie-Eigenwertspektren durch elementare geo-
metrische Abzdhlungen. Andererseits stellt sich heraus, dass die
Struktur dieser Spektren, die Bindungsordnungen (bond orders) und
Ladungsordnungen (charge orders) bestimmt sind durch ein der Topo-
logie des konjugierten Systems eindeutig zugeordnetes Eigenwert-
problem, welches vo6llig ohne Bezug auf das quantenmechanische
Modell der Molekel formuliert werden kann.

In der heute 6fters beniitzten einfachen Form ergibt die MO-Theorie in einer LCAO-
Approximation fiir Molekeln mit Systemen konjugierter Doppelbindungen oft qualitativ
rlchtlge Resultate fiir die Energieeigenwerte und die Frequenz der N-V-Uberginge. Wird
sie zur Berechnung!) von elektrischen und magnetischen Eigenschaften angewandt, so
fiihrt sie zu viel zu hohen Werten. Es ist dies zum Teil darin begriindet, dass die Energie-
eigenwerte bei variationsmassiger Bestimmung in 1. Ndherung in einem weiten Rahmen
von der Wahl der Versuchsfunktionen nur wenig abhingig sind, anderseits andere physi-
kalische Eigenschaften stark von der Versuchsbasis abhéngig sein kénnen?). Zudem ist die
Giite der so erreichbaren Approximation aus mathematischen Griinden nur sehr schwer
angebbar.

Die Unempfindlichkeit der 1. Approximation gegeniiber der Wahl der Ausgangs-
funktion des Variationsverfahrens lasst vermuten, dass die einfache MO-Theorie nur ganz
allgemeine Higenschaften der Elektronenstruktur konjugierter Systeme widerspiegelt.
Wir méchten mittels der folgenden Uberlegungen zeigen, dass es sich hierbei um Eigen-
schaften handelt, die schon durch die Topologie des Elektronensystems bestimmt sind und
die nicht von dem quantenmechanischen Modell desselben abhéngen.

‘Wir definieren zunéchst Matrizen, die der Topologie von Graphen
zugeordnet sind. Sodann zeigen wir durch Vergleich die Uberein-

1)} Zu einem angendhert richtigen Resultat fiir das Dipolmoment von Fulven fiihrte
eine von C. W. Wheland & D. E. Mann, J. Chem. Physics 17, 264 (1949), durchgefiihrte
Rechnung mit mehrfacher Iteration.

?) Es lasst sich bekanntlich zeigen, dass die Folge der Eigenwerte selbst dann
konvergent sein kann, wenn die Folge der Versuchsfunktionen (Minimalfolge) nicht gegen
die Losung des Variationsproblems konvergiert; siehe z. B. R. Courant & D. Hilbert,
Methoden der mathematischen Physik, Bd. 1, 8. 150; Bd. 2, S. 4711l.; P. Gombas, Theorie
und Losungsmethoden der Mehrteilchenprobleme der Wellenmechanik, Basel 1950, S.152 ff,
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stimmung des Eigenwertproblems dieser Matrizen mit denjenigen der
einfachen MO-Theorie.

2. Eigenwertprobleme der MO-Theorie3).

2.1. Es sei H,, der Hamilton-Operator eines Elektrons des
n-Systems im selfconsistent field aller iibrigen Elektronen und
0B =46 / p*H,,pwdq das zugehérige Variationsproblem fiir die
Energie E des betreffenden Elektronenzustandes. Die Extremalen
werden appromixiert durch eine Linearkombination

y=2Xc¢ O
als Ausgangsfunktion der Minimalfolge. Die Funktionen ®&,(X),i —
1,2...,n sollen das Unabhingigkeitsmass r > 0 besitzen; d. h. die her-
mitesche Form G(c¢,¢) = (¢)T G(e) mit Gy, = [ DF*DPrdq = Gy, * (Uber-
lappungsintegral) sei positiv definit. Es gilt
Jv*Hopy dq = (c)t H(c)

mit H,;, = H* = / O*H,, P, dq (Energie- bzw. Resonanzintegrale).
Dann werden die Energiceigenwerte approximiert durch die Eigen-
werte von H bzl. der Metrik G:

|H-E-G | =0.
In der einfachsten Form wird, wenn ¢ als reelle Linearkombination
von reellen Atomeigenfunktionen definiert ist, die Metrik G als
Einheitsmatrix angenommen. Ferner werden fiir die Elemente von H
die Annahmen getroffen:

Hy = o > o, reell; Hyx = §, reell,

wenn die Atome i und k nichste Nachbarn sind und nur eine Atom-
gorte am n-System teilnimmt. Dadurch vereinfacht sich das Eigen-
wertproblem auf die Bestimmung der char. Zahlen von H bzl I:

|H-E-I|=0%

3. Graphen’) und zugehorige Eigenwertprobleme.

Unter einem Graphen G verstehen wir eine Menge IT (G) von o, Punkten (Ecken)
P;, Py, ... Py und eine Menge K (G) von Kanten K;, K,, ... Ky1, von denen jede zwei
verschiedene Punkte aus IT verbindet$).

3) Siehe z. B. C. 4. Coulson, Valence, Oxford 1952, S. 68 ff.; Q. Herzberg, Spectra
of Diatomic Molecules, D. Van Nostrand, New York, 1950; A. Weissberger, Chemical
Applications of Spectroscopy, Interscience Publ. New York, 1956, S. 593.

4) T ist im folgenden die Einheitsmatrix.

8) D. Konig, Theorie der endlichen und unendlichen Graphen, Leipzig 1936.

) Die Verwendung der Graphentheorie zur Beschreibung der Konstitution (Topo-
logie) organischer Molekeln ist schon alt. Sie wurde insbesonders von 4. Cayley, Phil. Ma-
gazine 47, 444 (1874), zur Abzéahlung der Isomeren organischer Verbindungen beniitzt.
Die Kanten der Graphen wurden dabei in gewissen Féllen einfachen Bindungen zugeord-
net. Eine weitere Anwendung findet sich in der Rumer’schen Regel (G. Rumer, Gottinger
Nachr. Math. phys. Klasse 1932, 377), die die Aufstellung einer vollstindigen Basis von
Spininvarianten (kanonischen Strukturen) durch eine Anzahlbestimmung an einem in
unserem Sinne einem z-Elektronensystem zugeordneten Graphen erlaubt. Wohlbekannte
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Ein System von Atomen P,, P,, ... Py, deren jedes mit einem Elektron an einem
konjugierten System von Doppelbindungen K,, K,, ... Ky teilnimmt, lisst sich in
natiirlicher Weise durch einen Graphen darstellen: Ordnet man jedem Atom i eine Ecke
P; und jeder Bindung, iiber die die Delokalisierung der z-Elektronen erfolgen kann, eine
Kante K zu, so reprisentiert der entstehende Streckenkomplex das konjugierte System
hinsichtlich der Topologie.

Zum Beispiel seien folgende Zuordnungen von Graphen zu konjugierten Systemen
genannt:
|

Fulven ‘/\ Cyclopentadien ~\___ /

Eine Kante, die zwei Ecken verbindet, heisst mit diesen Ecken inzident. Die Mengen
IT und K kénnen unendlich viele Elemente enthalten. Die Zahl der Kanten, die mit einer
bestimmten Ecke inzidieren, heisst die Ordnung der letzteren. In den Graphen der n-
Systeme konnen keine Ecken von héherer als dritter Ordnung auftreten.

Jedem Graphen G kommt eine Gruppe & zu: Versteht man unter Abbildungen
von & auf sich selbst Abbildungen von IT bzw. K auf sich, derart, dass inzidente Elemente
wieder inzidenten Elementen entsprechen, so bildet die Menge dieser Abbildungen die
Gruppe ® des Graphen G7).

Die oben definierten, n-Elektronensystemen zugeordneten Graphen kénnen noch
bestimmte ausgezeichnete Untergruppen § von (& besitzen, die durch die geometrische
Symmetrie des Kerngeriistes bestimmt sind. Auf diese gehen wir w. u. noch naher ein.

3.2. Bewertung von Graphen, Inzidenzmatrizen. 3.21.
Ordnet man jedem P, e IT (&) eine positive Zahl A}, zu und jedem Ecken-
paar P,P eIl eine reelle Zahl A;, +0, wenn P, und P, mit einer
Kante K, e K(G) inzident sind, so erhilt man eine reelle Bewertung
von G.

Neben der Bewertung (A,,) wollen wir noch eine analoge zweite
(Gyy) einfithren, die wie folgt beschaffen sei:
Piell (G): Gy =1
@eK(G)} le:{o
PP: e K(G) Gk (+0, reell, | Gy | < 1)
Beide Bewertungen unterwerfen wir ferner der Symmetrie-
bedingung Ay, = Ay, Gy = Gy
3.22. Inzidenzmatrizen A und G: Ordnet man die Zahlen A,
und Gy in ein quadratisches Schema, dessen Zeilen und Kolonnen
nach den P, e II(G) numeriert sind, so erhilt man zwei symmetrische
Matrizen (A,) und (G,,). Diese Matrizen sind dem Graphen & ein-

Regeln iiber Bruttoformeln, Zahl der Zyklen usw. organischer Verbindungen sind graphen-
theoretisch leicht zu begriinden. Wir nennen etwa die Regel, wonach die Anzahl der
ungeradwertigen Atome einer Molekel gerade sein muss, die in der Graphentheorie ,,die
Anzahl der Ecken ungerader Ordnung ist stets gerade* lautet. Ferner hat die Formel fiir
den Index p eines Graphen g = o, — o+ 1 eine direkte Analogie als Regel fiir die Anzahl
der Ringe und Mehrfachbindungen einer Molekel. Ist aoi die Anzahl der Atome der Sorte i
und Valenz n;, die am Aufbau einer Molekel beteiligt sind, so ist die genannte Anzahl
5 Iy aoi— Xooi+1.
) Siehe D. Kénig, loc. cit. °), S. 4 und S. 75f.
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deutig zugeordnet und stellen die Topologie von G iibersichtlich
dar; wir bezeichnen (A, ) als Inzidenzmatrix und (G,) als metrische
Matrix von G.

3.23. Eigenwertproblem des Graphen. Definiert man als zu
G gehoriges Eigenwertproblem

[ (A) —A(Gw) | = 0,

80 wird G ein Spektrum und ein System von Eigenvektoren zuge-
ordnet, und zwar (abgesehen von Phasenfaktoren und der Reihen-
folge) eindeutig.

4. Zusammenhang zwischen den Eigenwertproblemen der
MO-Theorie und der Graphentheorie.

4.1. Vergleicht man die Eigenwertprobleme 2.1 und 2.23, so
ergibt sich, dass die beiden nicht nur vom selben Typus sind, sondern
exakt iibereinstimmen, wenn man gewisse Bewertungen wihlt. Ins-
besondere erhilt man die Eigenwertprobleme der einfachen MO-
Theorie fiir konjugierte Kohlenwasserstoffe, wenn man die folgenden
speziellen Bewertungen festsetzt:

Ay = o, Ag :{
(Gp) =T

Das Eigenwertspektrum von G wird dann identisch mit dem
durch

0 PPy e K()
B PPy e K(6)

[H-E-I|=0
definierten der einfachen MO-Theorie.

4.2. Fir das Eigenwertspektrum von & lisst sich zeigen, dass
die Struktur des Spektrums von der Wahl der Bewertungen («,f)
nicht beeinflusst wird: aus

|A—AT| = |aI+BC—AT| =0
folgt: | O ((V —a)/B)-T| == {C=2-T| =0
mit A= (W —a)/p.

Man hat daher nur das Eigenwertproblem von C zu lésen. Dabei
spiegelt C umkehrbar eindeutig die Topologie des Graphen wider.
Es folgt fiir Spektrum von A die Beziehung 1’ = « + fA.

Ferner haben C und A = «-I + f-C dieselben Eigenvektoren, da
[C,A] = (0). .

Demnach bedeutet die Einfiihrung der willkiirlichen Bewertung
a, B offensichtlich nur eine Parallelverschiebung und Streckung des
Spektrums der Inzidenzmatrix O, wihrend die Struktur des Spek-
trums eindeutig durch die Topologie des Graphen & bestimmt ist.

Ferner sind die Eigenvektoren unabhingig von den Parametern
(a, B) eindeutig durch die Topologie allein festgelegt.

Die Leistungsfihigkeit des einfachen MO-Verfahrens als Be-
schreibung des physikalischen Zustandes eines n-Systems ist somit
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auf eine passende Wahl der Bewertung («, 8) beschrinkt. Zudem be-
einflusst diese Bewertung nur das Eigenwertspektrum. Die Eigen-
vektoren sind davon unabhingig, und alle physikalischen Eigen-
schaften, die aus ihnen abgeleitet werden, besitzen lediglich topo-
logische Bedeutung?#)®).

Vermindern liesse sich dieser dominierende Einfluss der Topologie nur durch Be-

niitzung allgemeinerer Bewertungen, d. h. durch eine korrekte Beniitzung des quanten-
mechanischen Modells und des Hariree-Fock’schen Energieintegrals.

4.3. Geometrische Symmetrie. Besitzt das (ebene) Geriist der am
7-System Deteiligten Atome eine geometrische (Flichen-) Sym-
metrie $, so ist $ holomorph mit einer Untergruppe der Gruppe G
des Graphen G.

Im Rahmen der einfachen MO-Theorie hat dies zur Folge, dass
die Inzidenzmatrix C durch reelle elementare Zeilen- und Kolonnen-
operationen in unter der Gruppe & irreduzible reelle Bestandteile
zerlegt werden kann?).

Ist & die Symmetriegruppe von G, so lassen alle Abbildungen
Gope ® die Inzidenzmatrix von G invariant (gemiss Def. der G,
lassen diese die Topologie von G unveridndert). Bilden I'D, I'® ., ..
ein vollstindiges System irreduzibler Darstellungen von & und sei I’
eine Darstellung der Abb. G,, e ® von G auf sich durch lineare Trans-
formationen der als Basis aufgefassten Ecken P,, Py, .. P, ¢ II(&)

Gop {13} ={P}r@),
$0 gilt I' = ¢, I’ J ¢, /™ 1 ...
Ist X die I' reduzierende Matrix
X 1I'X = Xy ¢ IT'(Y),

72) Eine graphentheoretische Behandlung ldsst sich auch fiir das Problem der Eigen-
schwingungen einer Molekel formulieren. In diesem Fall fithren die nur die Topologie der
Molekel kennzeichnenden Bewertungen des Graphen (im Cayley’schen Sinne) zu Eigen-
wertproblemen, deren Spektren schon in einfachsten Fallen auch der Struktur nach von
denen des Schwingungseigenwertproblems verschieden sind. Um Ubereinstimmung mit
den letzteren zu erhalten, miissen wesentlich kompliziertere Bewertungen eingefiihrt
werden, die dann aber auch die Struktur des Spektrums beeinflussen.

8) Die Vermutung, dass in der einfachen MO-Theorie die Topologie des 7-Systems
ausschlaggebend ist, wurde schon gelegentlich ausgesprochen, siehe z. B. E. Heilbronner,
Habilitationsschrift ETH., 1954, Ziirich.

9) Sind alle irreduziblen Darstellungen von & eindimensional, so ist dieser Prozess
mit Ahnlichkeitstransformationen von C mit nur Ey.-Matrizen identisch (siehe z. B.
F. Neiss, Determinanten und Matrizen, Berlin 1955, S. 64); in diesem Fall muss ® abelsch
sein. Ist dies nicht der Fall, so sind die elementaren Reihenoperationen, die C reduzieren,
nicht ohne weiteres angebbar. Die Reduktion lisst sich wegen [C, A] = 0 auch an der
Matrix A ausfiithren, so z. B. bei B. Pullman & Mme A. Pullman, Les Théories Electro-
niques de la Chimie Organique, Paris 1952. Diese Reduzibilitat ist jedoch (bei der ein-
fachen MO-Theorie) eine Eigenschaft der Inzidenzmatrix des Graphen, weswegen wir
gie auch an C diskutieren. Ferner liegt die Reduktion von A durch elementare Reihen-
operationen auch einem als Faltungsmethode bezeichneten Verfahren zugrunde; siche
E. Heilbronner, Helv. 37, 913 (1954).

104
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so liefert die Ahnlichkeitstransformation
XX = 2y = ¢,
die Zerlegung von C in die unter & irreduziblen Bestandteile!?).

Hinsichtlich der Gruppe ® des Graphen und der geometrischen Symmetriegruppe $
des z-Systems lasst sich noch sagen, dass $ eine (echte oder unechte) Untergruppe von ®
sein muss. Dazu ist zu bemerken, dass wir in unserer Definition des Graphen eines 7-
Systems nur ebene Graphen aufgenommen haben. Wir haben also ausdriicklich nur
Flachensymmetrien als Symmetriegruppen zugelassen, dabei kann (im Falle eines unend-
lichen Graphen) & auch Translationsoperationen enthalten. Ferner ist infolge $ ¢ & die
Symmetrie des Graphen nie niedriger als die geometrische Symmetrie des Geriistes!!).
Da die Reduzibilitit der Inzidenzmatrix C von ® allein abhingt, so wird durch die ein-
fache MO-Theorie in gewissen Fillen eine zu hohe Symmetrie in das Eigenwertproblem
eingefiihrt. Da anderseits die Ebenensymmetrie nur eine Untergruppe der Symmetrie-
gruppe einer Molekel sein kann, so kann in gewissen Fillen die geometrische Symmetrie
bei der Zerlegung der Matrix C in irreduzible Bestandteile nicht voll ausgeniitzt werden.

5. Erweiterungen und spezielle Fille.

5.1. Nehmen am n-System verschiedene Atomsorten teil, so muss
man zu allgemeineren Bewertungen (mit mehr als zwei Parametern)
iibergehen. Hat man das Eigenwertproblem fiir ein aus nur einer
Atomsorte bestehendes =-System mit demselben Graphen wie ein
gegebenes heteroatomares System gelost, so lisst sich das Spektrum
des letzteren wohl in den meisten Fillen durch Stérungsrechnung aus
dem des ersteren bestimmen.

Verkniipft man zwei unabhingige n-Systeme (d. h. ein n-System
mit nichtzusammenhingenden Graphen mit Inzidenzmatrix C,--
C, = C) zu einem Gesamtsystem, so bedeutet die Einfiihrung von
n-Bindungen zwischen den beiden Teilsystemen das Auftreten einer
Kreuzung zwischen den Teilen C, und C, in der Matrix C; 3 C,. In
diesern Fall lassen sich die Eigenwerte des Gesamtsystems mittels
der Lowdin’schen Storungsrechnung!?) aus den KEigenwertspektren
von C, und C, berechnen.

5.2. In manchen Fillen sind die Matrizen C Matrizen, deren Eigenwertspektren ge-
schlossen angebbar sind. Dies ist u. a. bei den folgenden Beispielen der Fall.

10) Beweis o). Sind alle " eindimensional, und besteht I" nicht nur aus totalsym-
metrischen Bestandteilen, dann ist C’ auf Diagonalform, da es mit von der Einheit ver-
schiedenen Diagonalmatrizen vertauschbar ist.

£) Enthilt I' auch 2—.. usw. dimensionale irreduzible Bestandteile, so sind alle
X~1 I'X gleichartige Stufenmatrizen, welche mit C vertauschbar sind. Folglich ist ¢’ eben-
falls eine gleichartige Stufenmatrix, denn die in den zu nicht dquivalenten irreduziblen
Darstellungen stehenden Teile von C miissen nach einer Verallgemeinerung des Schur-
schen Lemmas Nullmatrizen sein (siehe z. B. E. Wigner, Gruppentheorie und ihre An-
wendung auf die Quantenmechanik der Atomspektren, Braunschweig 1931, S. 84).

11) So haben z. B. die beiden Graphen

’/ l\/ und ,/l\
[ |
dieselbe Gruppe V,. Sie kénnen jedoch verschiedenen geometrischen Gruppen (C; bzw. C,)
zugeordnet werden.
12y Per-Olov Lowdin, J. chem. Physics 19, 1396 (1951).
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5.21. G sei ein Weg, also ist
C = (S1, k11 + Sigrk)-
C ist in diesem Falle eine elementare Kontinuante Q(0,0,0), mit

x+a 1 [

Qerab) — (- b Ee

Fiir die Determinante von Q(x,0,0) gilt
| Q(x,0,0) | =IT(x—2 cos kn/n+1)13);
also sind die Eigenwerte von C
A =2 cos kn/n+1.
5.22. G sei ein Kreis mit n Knoten. Dann ist
C = Fo(1)+ Fo(1)*F,

mit - Fpw)=101
0 1, 1 (Frobenius’sche Matrix'4)) .
w 0
Da Fp(1) normal ist, Fp(1) und Fyn(1)* zueinander konjugiert komplexe Spektren
haben und Fj(1)+Fy(1)* unitir dquivalent zu (dy -2 Re exp 2ink/n) ist, so wird das
Spektrum von C durch die wohlbekannte Formel

A =2cos (2ak/m); k=01,...,n-1
dargestellt.

5.3. Bestimmung des charakteristischen Polynoms von C.

5.31. Das charakteristische Polynom der Inzidenzmatrix. C lisst
sich nach einem Satz von Collatz & Sinogowitz's) durch Abzahlungen
am Bild des Graphen vollstindig angeben'). Um dies zu zeigen,
schicken wir die folgenden Feststellungen voraus:

1. Kann man im Graphen & von einer Ecke P, iiber eine Folge
von m Kanten zu einer Ecke P, gelangen, so heisse diese eine Kanten-
folge der Linge m von P, zu P,.

13) Vgl. D. E. Rutherford, Proc. Roy. Soc. Edinburgh, A. 62, 229 (1948), A. 63, 232
(1950/51); H. Primas & Hs. H. Ginthard, Helv. 36, 1659 (1953), wo Polynome derartiger
Matrizen zur Behandlung komplizierterer Eigenwertprobleme verwendet wurden.

14) Fiir die Anwendung derartiger Matrizen zur Behandlung von Eigenschwingungs-
problemen von Kettenmolekeln siehe z. B. bei H. Primas & Hs. Giinthard, Helv. 36, 1791
(1953).

15) L. Collatz & U. Sinogowitz, Spektren der Graphen; unveréffentlicht, referiert in
W. Siiss, ,,Reine Mathematik‘, Teil 2, S. 251, Bd. 2 der deutschen Ausgabe der ,,FIAT
Review*, Wiesbaden 1948. U. W. kommt die Zuordnung eines Eigenwertproblems zu
einem Graphen erstmals bei Collatz & Stnogowilz, loc. cit. vor. Der oben formulierte Satz
ist dort ohne Beweis und nur fiir die ersten Koeflizienten explizite angegeben.

16) Wir vermuten, dass die Zuordnung eines Eigenwertspektrums zu einem Graphen
unter trivialen Einschrinkungen umkehrbar eindeutig ist. Falls dies zutrafe, miissten sich
die Eigenvektoren der Inzidenzmatrix C aus ihren charakteristischen Zahlen berechnen
lassen. Dann miisste sicli jede Observable I in der zur Diskussion stehenden einfachen
MO-Theorie als eine Funktion Fy, von «y+3 Variablen (ndmlich o, den «, Eigenwerten
von C und der beiden Parameter « und f) angeben lassen mit derselben Funktion Fp, fiir
alle konjugierten Systeme!
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2. Die Zahl der verschiedenen Kantenfolgen des Graphen von P,
nach P, von der Linge m sei z, (j,k)7).

3. Sei Z,(j) = 2z,(j,k) die Gesamtzahl der in der Ecke P,
beginnenden Kantenfolgen der Lénge m und S, = 3z, (j,j) die

Gesamtzahl der geschlossenen Kantenfolgen der Linge m im Graphen.
5.32. Satz: Es gelten die folgenden Relationen:
a) charakt. Polynom von C:

Ay .
[AE-C| =3 pjami.
i-0

b) Frobenius’sche Kovariantels):
ay—1 .
Pe = Bia% 7 k=1,2...,q.
i-o
¢) Inverse zu C (falls |C| + 0):
Ct = Bay 1/Pa,-
d) Einen zum Eigenwert /1, gehérigen Eigenvektor (x,) =
(X .. X,) erhélt man aus!?)
%=1 j .
xie =2 M panaX 1T Zn();
i70 B=0

dabei ist

m—2
—mpm = Sm— 3} (Sk Sm_w/k),
k-2
m

Bum)k = P1zm 1(j, k).
i-0

Fir die Zahlen p, gelten die folgenden speziellen Formeln:
Po=1 (Féstsetzung)
p.=0
P2 =%
—ps/2: Zahl der Dreiecke im Graphen.
Zum Beweis dieses Satzes fithren wir zunichst einen Satz von Sourian2?) fir eine
beliebige Matrix M n-ten Grades mit charakteristischem Polynom
n
[AI-M [ =)} p;An~J
i-0
an; danach ist
~jp1 =x(MBy_1); j=1,2,...,n;5 py=1,

17} Einzelne Kanten diirfen dabei beliebig oft durchlaufen werden. Kantenfolgen,
die in verschiedenen Richtungen durchlaufene Kanten enthalten, gelten bei der Bestim-
mung von zy(j, k) als verschieden.

18} Die Frobenius’sche Kovariante Py ist das Residuum von (A I-C)~! im Punkte
4 = Ax. Es gelten die Gleichungen

Py P] = (Sjk Pk.

19) Bei mehrfachen Eigenwerten erhilt man auf diese Weise nicht alle Eigenvektoren.

20y J. M. Sourian, C.r.hebd. Séances Acad. Sci. 227, 1010 (1948), ohne Beweis;
vgl. auch W. Schmeidler, Lineare Operatoren im Hilbertschen Raum, Stuttgart 1954,
S. 57. Siehe ferner H. E. Fettis, Quarterly Rev. App. Math. 8, 206 (1950) und H. W. Turn-
bull, Proc. Edinburgh Math. Soc. (2) 1, 111 (1929).
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wobei (M) die Spur bedeute und B; durch die Rekursion By = MB;_;+pI, B, =1
bestimmt ist. Da bei Inzidenzmatrizen Cy(C) = 0, folgt mittels vollstandiger Induktion

m

B :2})1 Cm—j
j-0

und somit
m—2
—mpm = 7(C™)— 3 1/l x((C¥)- (Cm)).
k-2

Andererseits besteht fiir die Anzahlen z, (j,k) die Rekursion
zn(j, k) = 3 zn s (5, 1) 2,01, k),
i

und mittels vollstindiger Induktion folgt hieraus

(A" = Za(3, %) -
Damit folgen die zu beweisenden Relationen a) und b) des Satzes. Da jede Kolonne der
Frobenius’schen Kovariante Py Eigenvektor zum Eigenwert Ay ist, also auch die Summe
aller Kolonnen von Py, erhilt man die Behauptung d).

5.4. Definitionsgemiss hingen die Bindungsordnungen und die
Ladungsordnungen in der zweiparametrigen MO-Theorie nur von den
Eigenvektoren von C ab:

g, = Zq,; totale Ladungsordnung am Atom u,

Pur = 2Py, uy totale Bindungsordnung der Bindung zwischen den Atomen p und »;
hierbei ist iiber alle besetzten MO zu summieren. Die Grossen q;
und p,,, sind Quadrate und Produkte von Komponenten der Eigen-
vektoren. Alle diese Grossen kénnen daher mittels des obigen Satzes
direkt berechnet werden.

Wir danken dem Schweizerischen Nationalfonds (Projekt Nr.721) und der Firma
Hoffmann-La Roche fiir die Unterstiitzung dieser Arbeit.

SUMMARY.

Relations between the simple form of MO-theory (two parameter
theory) and the theory of spectra of graphs are investigated. By the
use of some theorems of graph theory it is shown that the spectra
of energy eigenvalues given by the simple MO-theory are determined
besides of scale factors by the topology of the conjugated systems.
Furthermore bond orders and charge orders are completely determined
by the topology. A procedure for the calculation of the characteristic
polynom and the characteristic vectors directly from the graph is
given.
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